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1. Úvod

V roce 1975 napsal S. N. Deming v Science1: „Recent

awareness of the finite character of both material and

energy resources has stimulated a renewed interest in the

optimization of reaction yields“. A opravdu, v sedmdesá-

t˘ch a osmdesát˘ch letech se objevila fiada publikací

a ãlánkÛ popisujících nejen optimalizaci syntéz, ale také na-

stavení mûfiicích zafiízení. Také u nás se optimalizaci,

hlavnû v prÛmyslu, vûnovala znaãná pozornost. Tak jiÏ

v roce 1968 vydalo Státní nakladatelství technické litera-

tury knihu Jifiího Like‰e Navrhování prÛmyslov˘ch experi-
mentÛ. âasopis Chemick˘ prÛmysl pfiiná‰el obãas pfiíklady

matematického modelování technologick˘ch podmínek

prÛmyslové syntézy, napfi.2-4. Do laboratofií se u nás opti-

malizace dostala hlavnû knihou, kterou spolu s K. Doerffe-

lem vydal vynikající ãesk˘ chemometrik Karel Eckschla-

ger5. Tato kniha je pfiekladem práce obou autorÛ, která vy-

‰la6 v nûmãinû v roce 1981. JiÏ pfied tím se ale v Chemic-

k˘ch listech objevil krátk˘ ãlánek „Optimalizace analytic-

k˘ch postupÛ“ vûnovan˘ prof. âÛtovi k 80. narozeninám7.

V souãasné dobû kromû úspory „materiálu a energie“ hraje

dÛleÏitou roli pfii optimalizacích také ãas. Proto se pfiíli‰ ne-

pouÏívají klasické postupy8, ale dÛleÏitou úlohu pfievzaly

tzv. neúplné faktorové plány, z nichÏ nejãastûji pouÏívan˘ je

PlackettÛv-BurmanÛv plán9. ProtoÏe není originální litera-

tura9 snadno dostupná a v fiadû publikací je tento plán uvá-

dûn jen velmi struãnû, pfiípadnû s nepfiesnostmi a chy-

bami5,6,10-13, dovoluji si nabídnout ãeskému ãtenáfii tento

ãlánek. NeÏ se ale dostanu k Plackettovu-Burmanovu plánu,

je tfieba struãnû vysvûtlit, co je to úpln˘ faktorov˘ plán.

2. Úpln˘ faktorov˘ plán

Pro jednoduchost uvaÏujme, Ïe v˘sledek pokusu mohou

ovlivnit dvû promûnné veliãiny. Pfii syntéze to mohou b˘t

napfi. teplota a polarita rozpou‰tûdla, pfii nastavení pfiístroje

rychlost prÛtoku plynu a otevfiení nebo zavfiení pfiídavného

zafiízení. Promûnná mÛÏe b˘t buì plynule mûnitelná (tep-

lota, prÛtok plynu) nebo binární (otevfieno – zavfieno, polární

– nepolární). Pfii plánování takového pokusu pfievádíme

v‰echny promûnné na binární, –1 a +1: u plynule mûnitel-

n˘ch promûnn˘ch volíme tedy jen dva stavy: nominální

a extrémní. Poãet úrovní promûnné veliãiny je tedy L = 2.

Pro teplotu mÛÏe b˘t nominálním stavem tfieba teplota míst-

nosti a stavem extrémním teplota varu pouÏitého rozpou-

‰tûdla, pfii prÛtoku plynu zvolíme podle své zku‰enosti dvû

vhodné hodnoty: nízk˘ prÛtok – vysok˘ prÛtok. Pfii popiso-

vání plánu pak niÏ‰í hodnotû pfiifiadíme ãíslo –1 a vy‰‰í hod-

notû ãíslo +1. Pfiifiazení ãísel veliãinám binárním je libo-

volné – polární rozpou‰tûdlo mÛÏe mít +1 a nepolární –1

nebo naopak. Pro uveden˘ pfiíklad vypl˘vá, Ïe provedeme

ãtyfii pokusy, a to pro niÏ‰í a vy‰‰í hodnotu jedné promûnné,

zatímco druhá promûnná je na své niÏ‰í nebo vy‰‰í hodnotû.

âíselnû lze tento plán zapsat takto:

1. promûnná 2. promûnná v˘sledek

–1 –1 y1
–1 +1 y2
+1 –1 y3
+1 +1 y4

U kaÏdého pokusu zaznamenáme v˘sledek (y1 aÏ y4);

podle povahy pokusu to mÛÏe b˘t v˘tûÏek produktu, jeho

ãistota, nebo úãinnost pfiístroje, jeho citlivost nebo dûlící

(rozli‰ovací) schopnost. K tomu, abychom odhadli, která

promûnná ovlivní v˘sledek a jak mnoho, pouÏijeme lineární

regresi: promûnná Y (v˘sledek) závisí na nezávisle pro-

mûnné X a citlivost této závislosti udávají hodnoty smûrnic

(parametrÛ) A. Matici X sestavíme ze sloupcÛ plánu pro

první a druhou promûnnou (tj. základní matice Z) a pfiedfia-

díme jim sloupec jedniãek pro v˘poãet tzv. lokaãního para-

metru (úsek na ose y). Namûfiené v˘sledky jsou Y, v˘sledky

vypoãtené z lineární regrese se oznaãují   .

Y = X * A + E = X * A (1)

kde

OPTIMALIZACE ANALYTICK¯CH POSTUPÒ POMOCÍ 
PLACKETTOVA-BURMANOVA PLÁNU

y1 1 –1 –1

Y =
y2 X =

1 –1 1

y3 1 1 –1

y4 1 1 1 
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a E je vektor náhodn˘ch chyb. Îádané parametry A zís-

káme pfievedením matice X z jedné strany rovnice 1 na dru-

hou tzv. pseudoinverzí.

A = (X’ * X)-1 * X’ * Y (2)

ProtoÏe jsou sloupce matice X ortogonální, je v˘sled-

kem násobení matic X’ a X matice diagonální. 

Základní matici Z zde pfiedstavují sloupce A, B a C.

Hodnoty v fiádcích nám fiíkají, jak se mají provést jednotlivé

experimenty, napfi. v prvním experimentu se pouÏijí u v‰ech

promûnn˘ch nominální hodnoty. V kaÏdém sloupci základní

matice je stejn˘ poãet kladn˘ch a záporn˘ch znamének. To

mÛÏe slouÏit jako kontrola správnosti sestavení plánu.

Dal‰í sloupce v tabulce dostaneme vynásobením

sloupcÛ základní matice tak, jak je uvedeno v záhlaví ta-

bulky I. Tyto ãtyfii poslední sloupce pfiedstavují vzájemné

ovlivnûní jednotliv˘ch promûnn˘ch. ¤e‰ení podle tohoto

plánu si ukáÏeme na pfiíkladû z literatury8. Matici X tvofií

ãísla (–1 a +1) z uvedené tabulky I. Sloupcov˘ vektor

Y jsou v˘sledky experimentÛ (observations):

11,8 a(I) = 13,71

9,9 a(A) = –0,64

8,5 a(B) = –1,51

20,9 a(C) = 4,14

X’ * Y =  X’ * 8,1 a(AB) = 0,49

18,3 a(AC) = –0,06

16,2 a(BC) = –0,24 

16,0 a(ABC) = 0,11

Kontrolu správnosti v˘poãtu lze provést takto: v˘sledky

experimentÛ se umocní na druhou a zprÛmûrují: Σ (y2)/ 8 =

208,1562. Stejné ãíslo se musí dostat souãtem druh˘ch

mocnin vypoãítan˘ch parametrÛ: Σ (a2) = 208,1562.

Hodnoty parametrÛ u souãinov˘ch promûnn˘ch jsou re-

lativnû malé, coÏ napovídá, Ïe se promûnné A, B a C vzá-

jemnû neovlivÀují. V takov˘ch pfiípadech je vhodné cel˘

plán zjednodu‰it a sníÏit tak poãet potfiebn˘ch experimentÛ.

3. Neúpln˘ faktorov˘ plán

Pfii úplném faktorovém plánu se poãet experimentÛ

s kaÏdou dal‰í promûnnou zdvojnásobí. To mÛÏe nûkdy vést

aÏ k ekonomicky a ãasovû neuskuteãnitelnému pfiípadu. Na-

pfiíklad pfii optimalizaci postupu pro silanizaci silikagelu

pro kapalinovou chromatografii museli autofii posoudit v˘-

znamnost 23 promûnn˘ch10. V pfiípadû, Ïe by jeden experi-

ment trval jen 10 minut, bylo by tfieba k provedení úplného

faktorového plánu asi 160 rokÛ nepfietrÏité práce. V tako-

v˘ch nároãn˘ch pfiípadech zanedbáváme moÏnost vzájem-

4   0   0 1/4 0 0

X’ * X = 0   4   0 (X’ * X)-1 = 0 1/4 0

0   0   4 0 0 1/4

Ortogonalita vede k v˘raznému zjednodu‰ení v˘poãtu

parametrÛ A. Rovnici (2) mÛÏeme nahradit rovnicí (3).

A = (1/m) * X’ * Y (3)

kde m je poãet fiádkÛ matice X, tj. poãet experimentÛ. V̆ -

poãet je pak velmi jednoduch˘ – do transponované matice

X dosadíme místo jedniãek odpovídající hodnoty v˘sledkÛ

y; je to vlastnû násobení matice X’ sloupcov˘m vektorem

Y. Potom ãísla v fiádcích seãteme a v˘sledek vydûlíme po-

ãtem experimentÛ m = 4.

+y1 +y2 +y3 +y4 suma / 4 = a0
X’ * Y = –y1 –y2 +y3 +y4 suma / 4 = a1

–y1 +y2 –y3 +y4 suma / 4 = a2

Jak je patrné, a0 je souãet v‰ech v˘sledkÛ y, a1 a a2 pak

pfiedstavují smûrnice (citlivosti) závislostí v˘sledkÛ na pro-

mûnn˘ch 1 a 2.

Pozor! V literatufie5,6,9-13 se ãasto setkáváme s odli‰n˘m

postupem v tom, Ïe se parametry a1 a a2 vypoãítávají jako

rozdíly prÛmûrÛ kladn˘ch a záporn˘ch hodnot y. Tedy pro

v˘poãet napfi. a1 se bere (y3+y4)/2 – (y1+y2)/2. Je zfiejmé, Ïe

takto vypoãítané hodnoty a1 a a2 jsou dvojnásobné vzhle-

dem k tûm, které získáme lineární regresí a nejsou konzis-

tentní s v˘poãtem parametru a0 = (y1 + y2 + y3 + y4)/4.

Nûkdy se pouÏívají místo binárních promûnn˘ch –1

a +1 promûnné 0 a 1. Pochopitelnû je to moÏné a lineární

regrese poskytne stejné smûrnice jako pfii pouÏití –1 a +1.

ProtoÏe v‰ak v tomto pfiípadû není matice X’*X diagonální,

nelze pouÏít zjednodu‰enou rovnici (3), ale je tfieba poãítat

s pseudoinverzí (rovnice 2). Lokaãní ãlen není v tomto

uspofiádání prÛmûrem v‰ech v˘sledkÛ, ale odpovídá v˘-

sledku mûfiení pfii nastavení v‰ech promûnn˘ch na nomi-

nální hodnoty.

Poãet experimentÛ m, a tedy i velikost matice X, roste

s poãtem promûnn˘ch n podle 2n.

Pro jednu promûnnou máme jen dva stavy – niÏ‰í a vy‰‰í.

Pfii dvou promûnn˘ch se dva stavy druhé promûnné pfiidají ke

dvûma stavÛm promûnné první, tak jak bylo ukázáno v˘‰e. Tfii

promûnné (A, B, C) pak vyÏadují 23, tj. 8 experimentÛ. Tzv.

úpln˘ faktorov˘ plán pro tento pfiípad je v následující tabulce I.

Tabulka I

Úpln˘ faktorov˘ plán pro tfii promûnné

1 A B C AB AC BC ABC

1 –1 –1 –1 1 1 1 –1

1 1 –1 –1 –1 –1 1 1

1 –1 1 –1 –1 1 –1 1

1 1 1 –1 1 –1 –1 –1

1 –1 –1 1 1 –1 –1 1

1 1 –1 1 –1 1 –1 –1

1 –1 1 1 –1 –1 1 –1

1 1 1 1 1 1 1 1
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ného ovlivÀování promûnn˘ch a uchylujeme se k neúpl-

nému faktorovému plánu. Takov˘ch plánÛ existuje celá

fiada a lze je najít v literatufie8. Mezi nimi v˘znamné místo

zaujímá tzv. PlackettÛv-BurmanÛv plán9 a tomuto plánu je

vûnován dal‰í v˘klad.

4. PlackettÛv-BurmanÛv plán

VraÈme se k tabulce I pro úpln˘ faktorov˘ plán se tfiemi

promûnn˘mi. Omezme ji jen na ãtyfii první sloupce a vy-

berme fiádky 4, 6, 7 a 1. Dostaneme tabulku II.

ãek a citlivosti (A) se vypoãítají jako smûrnice z lineární

regrese pomocí rovnice (2),

6. protoÏe jsou sloupce základní matice Z ortogonální, lze

pouÏít i v této regresi zjednodu‰enou rovnici (3).

Pfiíklad se tfiemi promûnn˘mi, kter˘ byl vyfie‰en pomocí

úplného plánu, bude nyní vypadat takto:

Tabulka II

PlackettÛv-BurmanÛv plán pro 3 promûnné

¤ádek I A B C

4 1 1 1 –1

6 1 1 –1 1

7 1 –1 1 1

1 1 –1 –1 –1

JestliÏe u prvního fiádku základní matice Z (tj. sloupce A,
B a C v tabulce II) provedeme cyklickou zámûnu, tj. první pr-

vek vyjmeme a vloÏíme za poslední, dostaneme fiádek 2. Pfii

dal‰í cyklické zámûnû dostaneme fiádek 3; tím cyklické zá-

mûny konãí (pfii dal‰í bychom dostali zase fiádek 1). Poslední

fiádek vytvofiíme ze sam˘ch –1. To je podstata Plackettova-

-Burmanova plánu pro poãet úrovní L = 2, u kterého platí:

1. pro n promûnn˘ch budeme mít jen n+1 = m experi-

mentÛ,

2. pfiitom musí b˘t n + 1 dûlitelné 4, pokud není, pfiidá se

k reáln˘m promûnn˘m potfiebn˘ poãet fiktivních (dum-

my) promûnn˘ch,

3. pomocí cyklické zámûny prvního fiádku definovaného

autory9 (viz tab. III) se vytvofií základní matice Z, kde

poslední fiádek je tvofien sam˘mi –1. 

Tabulka III

Základní vektory Plackettova-Burmanova plánu

m První fiádek Plackettova-Burmanova plánu

8 1 1 1 –1 1 –1 –1

12 1 1 –1 1 1 1 –1 –1 –1 1 –1

16 1 1 1 1 –1 1 –1 1 1 –1 –1 1 –1 –1 –1

20 1 1 –1 –1 1 1 1 1 –1 1 –1 1 –1 –1 –1 –1 1 1 –1

24 1 1 1 1 1 –1 1 –1 1 1 –1 –1 1 1 –1 –1 1 –1 1 –1– –1 –1    –1

4. provede se m experimentÛ, pfii nichÏ se pouÏijí pro-

mûnné v jejich nominální nebo extrémní hodnotû podle

znamének u jedniãek v jednotliv˘ch fiádcích,

5. pfied v˘poãtem citlivostí v˘sledkÛ na jednotliv˘ch pro-

mûnn˘ch se k základní matici Z pfiedfiadí vektor jedni-

dení více experimentÛ s rÛznou kombinací nastavení reáln˘ch

promûnn˘ch a doplÀují reálné promûnné na poãet potfiebn˘ pro

sestavení Plackettova-Burmanova plánu. Tím, Ïe fiktivní pro-

mûnné neovlivÀují nijak prÛbûh experimentu, mûly by mít od-

povídající parametry nulové. Odchylka vypoãten˘ch parametrÛ

1 1 –1 1 1 1 –1

Z =
1 –1 1

X =
1 1 –1 1

–1 1 1 1 –1 1 1

–1 –1 –1 1 –1 –1 –1

1 1 1 1

X’ =
1 1 –1 –1

1 –1 1 –1

–1 1 1 –1

+8,1 +18,3 +16,2 +11,8 +54,4/4 = +13,60

+8,1 +18,3 –16,2 –11,8 –1,6/4 = –0,40

+8,1 –18,3 +16,2 –11,8 –5,8/4 = –1,45

–8,1 +18,3 +16,2 –11,8 +14,6/4 = +3,65

Parametry vypoãtené podle úplného plánu (13,71;

–0,64; –1,51 a 4,14 ) se mírnû li‰í od hodnot získan˘ch po-

mocí neúplného faktorového plánu Plackettova-Burma-

nova. V kaÏdém jednotlivém pfiípadû je proto tfieba se roz-

hodnout, zda dát pfiednost úspofie ãasu a materiálu na úkor

pfiesnosti v získan˘ch parametrech (citlivostech na pro-

mûnné).

5. Fiktivní (dummy) promûnné

Zatím jsme se zab˘vali v˘poãty parametrÛ, ale nezjistili

jsme nic o jejich pfiesnosti a statistické v˘znamnosti. PlackettÛv-

-BurmanÛv plán umoÏÀuje i tato zji‰tûní. Dosáhne se toho zave-

dením tzv. fiktivních promûnn˘ch (znám˘ch pod anglick˘m

oznaãením dummy). Tyto fiktivní promûnné umoÏÀují prove-
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od nuly umoÏÀuje vytvofiit si pfiedstavu o pfiesnosti parametrÛ

pro reálné promûnné.

VraÈme se k na‰emu pfiíkladu s promûnn˘mi A, B a C.

Místo plánu s m = 4, pouÏijeme plán s m = 8 a ãtyfii chybû-

jící promûnné (d1 – d4) budeme povaÏovat za fiktivní. Ma-

tice X, sestavená podle Plackettova-Burmanova plánu pro 

8 experimentÛ, je v levé ãásti tabulky IV.

toÏe pro tyto parametry jsou v obou plánech stejné kombi-

nace nominálních a extrémních hodnot promûnn˘ch.

V‰imnûme si v‰ak parametrÛ, odpovídajících fiktivním

promûnn˘m. Pokud by mûfiení v experimentech byla bez

chyb, byly by tyto parametry nulové. Skuteãnû namûfiené

hodnoty mÛÏeme tedy pouÏít k odhadu rozptylu sa
2 podle

rovnice (4).

sa
2 = ∑ (a(d) – 0)2 / p (4)

kde p je poãet fiktivních promûnn˘ch (v na‰em pfiípadû = 4)

a 0 pfiedstavuje oãekávanou hodnotu parametru a(d). 

Odmocninou rozptylu sa
2 je odhad standardní odchylky

sa. KdyÏ touto hodnotou vydûlíme jednotlivé parametry

(v absolutní hodnotû), dostaneme hodnoty testu t, které

srovnáme s kritickou hodnotou t(krit) Studentova rozdûlení

pro p stupÀÛ volnosti na 95% nebo 90% hladinû spolehli-

vosti. V˘bûr z kritick˘ch hodnot je v tabulce VI.

Tabulka IV

PlackettÛv-BurmanÛv návrh matice X spolu s vektorem y

I A B C d1 d2 d3 d4 y

1 1 1 1 –1 1 –1 1 16,0

1 1 1 –1 1 –1 1 1 8,1

1 1 –1 1 –1 –1 1 1 18,3

1 1 1 1 1 1 1 1 8,5

1 1 –1 –1 1 1 1 –1 9,9

1 –1 –1 1 1 1 –1 1 20,9

1 –1 1 1 1 1 1 –1 16,2

1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 11,8

Experimentální uspofiádání se fiídí opût jen sloupci reál-

n˘ch promûnn˘ch A, B a C, tak jako u úplného faktorového

plánu. V prvním experimentu budou v‰echny tfii promûnné

na své extrémní úrovni, v posledním, osmém experimentu

budou promûnné v nominálním stavu.

Pokud se soustfiedíme na nastavení tûchto promûnn˘ch A,
B a C, mÛÏeme jednotliv˘m experimentÛm pfiifiadit v˘sledky

y uvedené v˘‰e u úplného plánu. Následující tabulka V uvádí

srovnání v˘sledkÛ v˘poãtu parametrÛ podle Plackettova-

-Burmanova plánu a podle úplného faktorového plánu.

Tabulka V

Parametry vypoãtené podle neúplného Plackettova-Burma-

nova a podle úplného plánu

Neúpln˘ plán Úpln˘ plán

parametr a |a|/sa parametr a

a(I) 13,7125 49,21 a(I) 13,7125

a(A) –0,6375 2,29 a(A) –0,6375

a(B) –1,5125 5,43 a(B) –1,5125

a(C) 4,1375 14,85 a(C) 4,1375

a(d1) 0,0625 0,22 a(AB) 0,4875

a(d2) 0,1125 0,40 a(AC) –0,0625

a(d3) –0,4875 1,75 a(BC) –0,2375

a(d4) 0,2375 0,85 a(ABC) 0,1125

První ãtyfii parametry (tj. lokaãní a pro promûnné A,
B a C) jsou v obou pfiípadech stejné; to je pochopitelné, pro-

Tabulka VI

V˘bûr z kritick˘ch hodnot Studentova rozdûlení

p 1 2 3 4 5 6 7

t(krit) 95% 12,706 4,303 3,182 2,776 2,571 2,447 2,365

t(krit) 90% 6,314 2,920 2,353 2,132 2,015 1,943 1,895

V na‰em pfiípadû je poãet fiktivních promûnn˘ch a tedy

i poãet stupÀÛ volnosti 4. To znamená, Ïe v‰echny pro-

mûnné, u nichÏ je |a|/sa vût‰í neÏ 2,776, jsou statisticky v˘-

znamné z 95 % a ty, u nichÏ je tento pomûr vût‰í neÏ 2,132,

jsou v˘znamné na 90% úrovni.

Pozor! Nûkdy se v literatufie6 setkáme s jinou rovnicí

pro v˘poãet rozptylu, podobnou rovnici (4). Místo nuly je

v ãitateli prÛmûrná hodnota a(d) parametrÛ a ve jmenova-

teli je p – 1. Tento zpÛsob není správn˘, protoÏe oãekávaná

hodnota parametrÛ u fiktivních promûnn˘ch je nula a pokud

se nepracuje s prÛmûrem, je správné pouÏít ve jmenovateli

poãet v‰ech pouÏit˘ch parametrÛ p.

V na‰em pfiípadû je

sa
2 = ∑ ((0,0625)2 + (0,1125)2 + (-0,4875)2 + (0,2375)2)/ 4

a standardní odchylka sa = 0,279. Z toho plyne, Ïe v‰echny

tfii promûnné A, B a C jsou statisticky v˘znamné; B a C na

95% a A na 90% hladinû spolehlivosti. V‰echny ãtyfii fik-

tivní promûnné (d1–d4) jsou statisticky nev˘znamné. Tento

druh˘ fakt je dÛleÏité zji‰tûní. V‰imnûme si, Ïe stejné hod-

noty, které jsme pouÏili pro v˘poãet standardní odchylky,

pfiedstavují v úplném plánu vzájemné ovlivnûní jednotli-

v˘ch promûnn˘ch. Kdyby k takovému ovlivnûní docházelo,

vy‰el by pro odpovídající parametr test t jako v˘znamn˘.

Pro posouzení kvality uvedené regrese nelze pouÏít ko-

relaãní koeficient. KdyÏ dosadíme A z rovnice (2) do rov-

nice (1), dostaneme rovnici pro pfiepoãet namûfien˘ch v˘-

sledkÛ Y na v˘sledky vypoãítané z regrese   pomocí tzv.

„hat“ matice H, rovnice (5).
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= X*(X’*X)-1*X’*Y = H*Y (5)

ProtoÏe je matice H v tomto pfiípadû jednotková, je 

= Y a korelaãní koeficient, kter˘ charakterizuje podobnost

obou vektorÛ   a Y je vÏdy roven jedné.

6. Confounding

Confounding je termín, kter˘ je snad lep‰í nepfiekládat.

Îádn˘ ãesk˘ ekvivalent totiÏ nepopisuje odpovídající jev

srozumitelnû (confound = smíchati, poplésti, zahanbiti).

NejblíÏe skuteãnému v˘znamu je anglick˘ v˘klad: con-

found = mistake for another, ãili omylem povaÏovat za nûco

jiného. Co se tedy mÛÏe omylem povaÏovat za nûco jiného?

V‰imnûme si sloupcÛ pût aÏ osm v Plackettovû-Burma-

novû matici X (tabulka IV). Oznaãíme-li kaÏd˘ ze sloupcÛ

této matice jako vektor s ãíslem, tedy v1 pro první sloupec,

atd., mÛÏeme psát:

v5 = (-1).v2.v4, v7 = (-1).v2.v3, v8 = (-1).v3.v4

ale také

v6 = v2.v3.v4

To znamená, Ïe v˘znamná hodnota parametrÛ pro vektory

v5–v8 mÛÏe b˘t zpÛsobena interakcí promûnn˘ch tvofiících zá-

kladní matici (vektory v2–v4). Pozor! Není to ale pfiesnû to, co

pozorujeme v úplném faktorovém plánu. TotiÏ, vznikne-li con-

founding vynásobením dvou vektorÛ, násobí se tento souãin

je‰tû –1. V pfiípadû confoundingu ze tfií vektorÛ je tento náso-

bitel +1. I kdyÏ vzájemné ovlivnûní ãtyfi a více promûnn˘ch je

vût‰inou málo pravdûpodobné, dá se vypoãítat, Ïe stfiídání ná-

sobitelÛ –1 a +1 je pravidelné: –1 pro sud˘ poãet vektorÛ, +1

pro lich˘. U úplného faktorového plánu s m = 8 platilo:

v5 = v2.v3, v6 = v2.v4, v7 = v3.v4 a v8 = v2.v3.v4

a ‰lo o v˘sledek vzájemného ovlivnûní promûnn˘ch. Tady ne-

mohlo jít o mylné pfiifiazení, protoÏe takto byly sloupce matice

X konstruovány úmyslnû. Pfii sestavování Plackettovy-Burma-

novy matice se vzájemn˘m ovlivÀováním promûnn˘ch nepoãí-

táme, ale pokud tam je, projeví se jako confounding. Toto srov-

nání úplného plánu a plánu Plackettova-Burmanova napovídá,

Ïe confounding bude existovat pro takov˘ poãet experimentÛ

m, pro kter˘ lze sestavit úpln˘ faktorov˘ plán, tj. obecnû pro

m = 2k, kde k = 2, 3, 4, 5... ProtoÏe se PlackettÛv-BurmanÛv

plán dá sestavit pro m = 4k, kde k = 1, 2, 3,..., snadno zjistíme,

Ïe existují Plackettovy-Burmanovy plány, u nichÏ není con-

founding pfiítomen. Jsou to plány pro m = 12, 20, 24 atd. Proto

se doporuãuje, máme-li 7 a ménû promûnn˘ch, nepouÏívat nej-

bliÏ‰í moÏn˘ plán, tj. pro m = 8, ale radûji pfiidat více fiktivních

promûnn˘ch a pracovat podle plánu pro m = 12.

7. VíceúrovÀové plány

Plackett a Burman popsali9 velmi struãnû i plány pro pfií-

pad, kdy nechceme mít experimenty jen na dvou úrovních 

(L = 2), ale na tfiech, pûti a sedmi. V praxi se tento pfiístup

prakticky nepouÏívá. Je to proto, Ïe se velmi zvy‰uje poãet

potfiebn˘ch experimentÛ; ten musí b˘t totiÏ dûliteln˘ L2. Pfii-

tom poãet promûnn˘ch je omezen poãtem moÏn˘ch cyklic-

k˘ch zámûn základních sloupcÛ (nikoliv fiádkÛ jako u L = 2),

kter˘ je (L2-1)/(L-1)-1. Pro L = 3 je tento poãet 3, tj. celkov˘

poãet sloupcÛ základní matice a tedy i promûnn˘ch je 4.

V následující tabulce VII je základní PlackettÛv-BurmanÛv

sloupec9 uveden tuãnû; v posledním experimentu jsou opût

v‰echny promûnné v nominální hodnotû (tj. 0).

Tabulka VII

PlackettÛv-BurmanÛv plán pro L = 3

Experiment Promûnná

m A B C D

1 0 1 2 2

2 1 2 2 0

3 2 2 0 2

4 2 0 2 1

5 0 2 1 1

6 2 1 1 0

7 1 1 0 1

8 1 0 1 2

9 0 0 0 0

Z hlediska správnosti v˘poãtu smûrnic pro jednotlivé

promûnné A, B, C a D je opût jedno, zda se jako úrovnû pro-

mûnn˘ch pouÏijí 0,1 a 2 nebo –1,0 a +1. Pouze druh˘ zpÛ-

sob v‰ak poskytne téÏ správnou hodnotu lokaãního para-

metru jako prÛmûr v‰ech hodnot v˘sledkÛ y. V osmdesá-

t˘ch letech se snaÏil K. Jones14,15 vyuÏít tento plán k zpfies-

nûní v˘sledkÛ pfii optimalizaci silanizace chromatografic-

k˘ch materiálÛ. BohuÏel nepostfiehl, Ïe tentokrát jde v Plac-

kettovû-Burmanovû plánu o cyklickou zámûnu sloupcÛ a ne

fiádkÛ. Pro matici 9 × 8, kterou dostal analogicky jako pro

dvouúrovÀov˘ plán, se pak pot˘kal s vysvûtlením opakova-

n˘ch hodnot smûrnic, navíc ponûkud divnû poãítan˘ch. Vy-

váÏen˘ tfiíúrovÀov˘ plán publikovali Massart a spol.16

Domnívám se, Ïe nemá smysl snaÏit se zpfiesÀovat

smûrnice získané pomocí dvouúrovÀového plánu. Ten

slouÏí pfiedev‰ím k tomu, abychom si z velkého mnoÏství

podezfiel˘ch promûnn˘ch vybrali ty, které skuteãnû v˘-

znamnû ovlivÀují studovan˘ proces. Zpfiesnûní, pfiípadnû

dokonãení optimalizace navrhovaného postupu, je pak tfieba

provést jinou metodou, jako je tfieba vícerozmûrná regrese

nebo bûhem optimalizace simplexovou metodou17.
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M. Holík (Department of Theoretical and Physical
Chemistry, Faculty of Science, Masaryk University, Brno):
Optimization of Analytical Procedures with Plackett-
-Burman Design

Reduced factorial design invented by Plackett and Bur-

man in 1946, which reduces the  number of experiments ne-

cessary for the determination of important variables in regres-

sion, is compared with the corresponding full factorial design.

The calculation procedure is explained in detail using publis-

hed data; some errors in literature are pointed out. Problems

with confounding and how to avoid them are presented. 
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